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In this study, analytical formulas were obtained for the electric field (E) and magnetic field (B) vectors
formed by the coils inside a spherical magnetic core. Figure A shows the analytical and FEA (Finite Element
Analysis) results of the vector potential (A). The results are very close to each other. So, it is understood that
the analytical results are usable.
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Figure A. Vector potential distribution in the x-z plane (a, b)

Purpose:

Traditional machines are slowly being replaced by more complicated and efficient mechanisms such as
devices with spherical geometry that can move in more than one axis. Therefore, calculation of the
parameters of spherical electromagnetic systems by analytical or semi-analytical methods has become one
of the important research topics in recent years. The aim of this study is to calculate the magnetic field
distribution in the magnetic core and in the air and obtain analytical formulas for the inductance coefficients.

Theory and Methods:

Maxwell's equations were solved analytically for a single turn coil placed inside a magnetic sphere.
Analytical expressions for magnetic vector potential, electric and magnetic fields, A, E and B were obtained.
Analytical formulas for multi-turn coils were derived by utilizing the single-turn coil solution (Green’s
function) and the superposition principle. The end result is the mutual inductance coefficient between the
two coils. FEA analyses were also performed and compared with the analytical solution.

Results:

It was observed that the analytical results differ from the FEA results around the coil’s position. This is due
to the inherent singularity of the single-turn coil solution and the fact that the FEA method cannot handle
these types of singularities. The multi-turn coil solution smooths-out the singularity as is common for such
superposition solutions. The results for multi-turn coil show agreement between analytical and FEA
solutions (Figure A).

Conclusion:
Analytical solution takes negligible time compared to FEA solution and gives accurate results. Therefore, it
is very useful for geometric optimization.
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Manyetik niive i¢erisinde ¢ok sarimli bobin probleminin kiiresel koordinatlarda analitik
¢Oziimii ve FEA sonuglari ile karsilastirmasi
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ONECIKANLAR

e Manyetik ¢ekirdek igerisine sarilmis ¢ok sarimli bobinler i¢in kiiresel koordinatlarda analitik hesaplamalar yapildi
e Analitik sonuglar ve FEA sonuglari karsilastirildi
e  Kiiresel koordinatlarda endiiktans katsayilarinin analitik formiilleri elde edildi
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Teknolojinin gelisimi ile birlikte hareket ve kontrol mekanizmalari ¢ok eksende hareket edebilen, daha hizli
ve hassas hareket saglanabilecek cihazlara ihtiya¢g duymaktadir. Bu nedenle; kiiresel koordinat sisteminde
elektromanyetik sistemlerin parametrelerinin analitik veya yari analitik yontemlerle hesaplanmasi son
yillarda dnemli aragtirma konularindan biri haline gelmistir. Bu caligmada manyetik bir niive igerisine
sar1lmis ¢ok sarimli bobin yapisi incelenmistir. Oncelikle tek sarimli bobin yaklasimindan yararlanarak ¢ok
sarmml1 bobinler i¢cin B (Manyetik alan), E (Elektrik alan) ve A (vektdr potansiyeli) ifadeleri analitik olarak
hesaplanmistir. Ayn1 geometriler, sonlu elemanlar analizi (FEA) kullanilarak dairesel simetri kabulii
yapilarak hesaplanmustir. Son olarak, biri r1 yarigapina sahip manyetik niive i¢erisinde olan, es merkezli iki
bobin geometrisi belirlenmistir. Bu geometriler i¢in 6z endiiktans (Li) ve karsilikli endiiktans (Mij)
katsayilar1 kiiresel koordinatlarda y (bobin eksenleri arasi ag¢1) agisina bagl olarak incelenmistir. FEA
programinda bobin geometrilerinin 3 boyutlu modeli olusturularak benzetim ¢aligmalar1 yapilmistir. FEA ve
analitik sonuclar kiyaslanarak analitik formiillerin gegerliligi gosterilmistir.

Analytical solution of multi-winding coil problem in magnetic core in spherical
coordinates and comparison with FEA results
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e Analytical calculations were made in spherical coordinates for multi-winding coils wound inside a spherical magnetic core
e  Analytical results and FEA results were compared
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With the development of technology, motion and control mechanisms need devices that can move in multiple
axes and provide faster and more precise movement. So, the calculation of the parameters of electromagnetic
systems, in the spherical coordinate system in particular, by analytical or semi-analytical methods has
become one of the important research topics. In this study, a multi-turn coil inside a magnetic core was
considered. Analytical expressions for B (Magnetic field), E (Electric field) and A (vector potential) were
developed for a single-turn coil (basically the Green’s function of the problem). Then the expressions for
multi-turn case were obtained by superposition. The same problems were also solved using finite element
analysis (FEA) with circular symmetry assumption. Finally, two concentric coils one of which is inside the
magnetic core are considered. The analytical expressions for coefficients of self-inductance (Lii)) and mutual
inductance (Mjj) were developed depending on the angle y between coil axes. Numerical simulation studies
were carried out by creating a 3D model of coil geometries in the FEA program. FEA and analytical results
were compared and validated.
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1. Giris (Introduction)

Giinlimiizde teknolojik gelismelere paralel olarak geleneksel makine
kavrami islevini yitirmekte, yerini 6zel cihazlara birakmaktadir.
Hizlandiricr teknolojisinin ilerlemesi, beyin uyarimi sistemlerinin
geligsmesi, kablosuz enerji transferi caligmalarinin artmasi ve kiiresel
elektrik motorlarinin  gelismesi ile birlikte farkli koordinat
sistemlerinde 6z endiiktans (Lii) ve karsilikli endiiktans katsayilariin
(Mjj) analitik hesaplanmasi dnemli arastirma konularindan biri haline
gelmistir. Bu nedenle; endiiktans katsayisinin analitik veya yari
analitik yontemlerle hesaplanmasi son yillarda biiyiik ilgi
gormektedir. Kartezyen ve silindirik koordinatlarda ¢dziim
yontemlerinde ¢ok ilerleme kaydedildi [1]. Yapilan c¢aligmalarin
biiylik ¢ogunlugu, tamamen dairesel geometriye sahiptir. Dairesel
dongiiler [2-4], silindirik diskler [5] ve silindirik kabuklar [6] i¢in
yapilan ¢aligmalar literatiirde mevcuttur. Yapilan c¢aligmalarda
koaksiyel olmayan bobinlerin endiiktans hesaplamalart i¢in de
¢ozlimler onerilmistir [1, 7]. Koaksiyel olmayan ince ve kalin yapida
bobinler igin kargilikli endiiktans katsayisinin analitik formunu
inceleyen c¢alismalarda mevcuttur [8]. Onerilen bu ¢oziimler
genellikle eliptik integraller, Legendre fonksiyonlari ya da Bessel ve
Struve fonksiyonlari olarak ifade edilir.

Geleneksel makinelerin  tasariminda  kartezyen ve  silindirik
koordinatlarda yapilan analizler yeterli olmakla birlikte giiniimiizde
halen ilgi ¢ekici konular arasindadir [9-12]. Ancak kiiresel elektrik
motorlar1 ve beyin uyarim sistemleri gibi kiiresel geometriye sahip
yapilarin analizinde, kiiresel koordinatlarda 6z endiiktans ve karsilikli
endiiktans katsayilarinin analitik formiillerine ihtiya¢ duyulmaktadir.
Kiiresel elektrik motorlar ile ilgili ilk calismalar 1980°li yillarin
baginda yapilmaya baglanmistir. Bu c¢aligmalar, kiiresel yapida bir
bobinin olusturdugu manyetik alan (B) ve elektrik alan (E)
biyiikliiklerini ifade eden analitik formiiller tiiretmistir. 1975 yilinda
yapilan bir calismada, hava niiveli ve eksenel simetri dzelligine sahip
bir model ele alinmistir. Calismada integral doniisim ydntemi
kullanilarak manyetik alan biyikliklerini veren bir formiil
tiiretilmistir [13]. Semenov ¢aligmasinda, manyetik gecirgenligi 4710~
7 H/m olan dogrusal, homojen ve izotropik bir ortamda, r yarigapinda
bir bobinin olusturdugu manyetik alan ve indiiksiyon katsayilarimni
analitik olarak incelemistir [14]. Eaton bir ¢aligmasinda beyin uyarimi
(brain stimulation) uygulamalarinda farkli bolgelerde bulunan
bobinlerin merkezde olusturduklart toplam elektrik alanin
hesaplanmas1 igin kiiresel koordinatlarda analitik bir metod
gelistirmistir [15]. Matute ¢aligmasinda, kiiresel koordinat sisteminde
eksenel simetri kabulii altinda Maxwell denklemlerinin analitik
¢Oziimiinii elde etmistir. Bu c¢alismada eksenel simetrik kabulii
yapilabilen egrisel koordinatlarda ele alinan bazi problemlerin
¢oziimiinde degiskenlerine ayristirma yonteminin kullanilabilecegini
gostermistir [16]. Kiiresel koordinat sisteminde yapilan son analitik
calismalardan biri 2019 yilinda homojen bir manyetik alan elde
edebilmek i¢in yapilmistir. Bu g¢aligmada, ¢ok sayida tek sarimli
bobinin sirali bir sekilde dizilimi analitik olarak incelenmistir.
Calismanin sonunda belirli aralikta, sirali olarak dizilmis, kiiresel
yapiya sahip bobinlerin es biiylikliikteki bobinlerin dizilimine gére
daha homojen bir manyetik alan olusturdugu gosterilmistir [17].

Kiiresel koordinatlarda yapilan ¢alismalarin biiyiik bir kismi, hava
niiveli bir sistemde tek sarimli bobin yaklagimi ile A, B, E ve
endiiktans katsayilarinin hesaplamalarint igermektedir. Analitik
ifadelerin biiyiik bir kism1 Legendre Polinomlarini veya Uyarlanmis
(Assosiated) Legendre Polinomlarininin toplami ile ifade edilmistir.
Kiiresel koordinatlarda yapilan ¢aligmalarda, manyetik bir ortamda
tek sarimli ve ¢ok sarimli bobin yapilarina iliskin analitik formiiller
heniiz mevcut degildir. Bu nedenle kiiresel geometriye sahip elektrik
makinelerinin uygulamalarinda E, B ve tork () biiyiikliiklerinin

hesaplanmasinda sonlu elemanlar analizi (FEA) kullanilmaktadir.
Kiiresel indiiksiyon motoru ¢alismalar1 bu ¢aligmalara 6rnek olarak
verilebilir—Kiiresel indiiksiyon motoru caligmalarinda bu analize
siklikla rastlanmaktadir. [18-22]. Literatiirde yer alan ¢aligmalara ek
olarak, daha 6nce yaptigimiz caligmada manyetik niive lizerinde yer
alan iki bobin i¢in karsilikli endiiktans katsayisini analitik olarak
inceledik. Caligmada, bobinler manyetik kiire disinda oldugundan
manyetik malzemenin igerisinde yer alan bobinlerin etkisi
incelenememistir. Mevcut caligmada manyetik malzeme igerisinde
yer alan bobinlerin birbiri ile ve dig ortam ile olan etkilesimini
aciklamay1 hedefledik [23].

Bu caligmada; oncelikle manyetik niive igerisinde tek sarimli bir
bobin yapisinin kiiresel koordinatlarda olusturdugu A (vektor
potansiyeli), B (Manyetik alan) ve E (Elektrik alan) biiyiikliikleri i¢in
analitik formiiller elde edilmistir. Daha sonra ¢ok sarimli manyetik
niiveli bir bobin yapisi i¢in A, E, B ve endiiktans katsayilarini ifade
eden formiiller analitik olarak elde edilmistir. Matlab™ programi
kullanlarak farkli bobin yapilarinda eksenel simetri kabulii altinda, A
ve B biiyiikliiklerinin diizlem {izerinde sayisal degerleri elde edilerek
sonlu elemanlar analizi (FEA) sonuglart ile kiyaslanmistir. Son olarak
r1 yarigapmna sahip manyetik niiveli, es merkezli iki bobin yapisi
belirlenerek FEA modeli olusturulmustur. Olusturulan model ile
bobinlerin farkli } (bobin eksenleri arasi ac1) agilarinda karsilikli

endiiktans katsayis1 degisimi Maxwell programi ile hesaplanmistir.
Elde edilen FEA ve analitik sonuclar kiyaslanarak analitik formiillerin
gegerliligi  gosterilmistir. Caligmada literatiirde ilk defa kiiresel
geometriye sahip manyetik niive igerisine sarilmig ¢ok sarimli bobin
yapilarinin olusturdugu etkiler (A, B, E) analitik olarak incelenmistir.
Bu caligmada, cesitli kiiresel geometriye sahip elektromekanik
sistemlerin 6n tasariminda analitik formiillerin kullanilabilecegi ve ti¢
boyutlu FEA analizlerine gore ¢ok daha hizli sonug alinabilecegi
gosterilmistir. Bu durum yeni gelismekte olan kiiresel elektrik
makinelerinin analizinde bilyiik onem tagimaktadir.

2. Kiiresel Koordinatlarda Genel Ayristirilmis Coziim
(General Solution in Spherical Coordinates)

Elektromanyetik sistemlerin davranisini  belirleyen denklemler
Maxwell denklemleridir. Maxwell denklmelerinin denklemlerin
probleme &zgii sinir sartlart uygulanarak ¢oziilmesi ile B, E ve
bobinlere ait endiiktans katsayilarimi hesaplamak miimkiin
olmaktadir. Dogrusal, izotropik gegirgen ve iletken malzemelerden
olusan elektromanyetik sistemler i¢cin Maxwell denklemlerinin
diferansiyel formu Es. 1-Es. 4 ile verilmigtir[24].

1
VeE=—p (Gauss Yasast) (D
€
VeB=0 2)
B
VxE = —5 (Faraday Yasast) 3

OE .
VxB=puJ+ ue 5 (Maxwell Diizeltmeli Amper Yasasi) (4)
Burada, ¢ ve €, ortamim manyetik gecirgenlik sabiti ve dielektrik
gecirgenlik sabitini gosterirken, O ve J ise sirasiyla serbest elektrik
yiik ve akim yogunlugudur. E ve B biiyiikliikleri skaler potansiyel ( ¢
) ve vektdr potansiyeli (A) tiiriinden ifade edilebilir [25].
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Vig=0

Boylece Es. 2 ve Es. 3 denklemleri otomatik olarak saglanir. Elektrik
alan ve manyetik alan ifadeleri A vektorii tiirlinden asagida verilmigtir
[26].

E-_vo_2A
ot
B=VxA
62
VA — ue v =—ul 5)

Es. 5’in kiiresel koordinat sisteminde ¢6ziimii vektor potansiyeli
ifadesini vermektedir. Bobinin bulundugu 7,  koordinatlarinin

diginda akim ge¢mediginden, bobin diginda J =0 olarak alinir.

0*A
WA—y&arzO (6)

Es. 6 ile verilen homojen kismi diferansiyel denklem, elektromanyetik
dalga denklemidir ve zamana bagli salimim yapan dogrusal
sistemlerde vektor potansiyeli A asagidaki formda yazilabilir [16].

A(r,0,0)= A, (r,0)e™ )

Burada i ve @ sirasi ile 90 derece faz agisini ve agisal frekansi (R/s)
gostermektedir. Es. 7 ile verilen vektor alan potansiyeli ifadesi Es.
6‘da yazilirsa vektor Helmholtz denklemi elde edilir. Vektor
Helmholtz denklemi, problemin ¢oziimiinii sinir sartlarina gore
zamandan bagimsiz olarak ¢6zmemize izin verir. Helmholtz denklemi

¢Oziimil yapilirken k? <<1 oldugundan dolayi K’ =@o terimi

ihmal edilir. Bu durumda Es. 6 denklemi sadeleserek Es. 8 denklemi
elde edilir.

VA =0 ®)

A, = 4,(r,0)e, olmak iizere, eksenel simetri kabulii ile Es. 8in
acgik formu Es. 9 olarak elde edilir.

:ly@®+iy%+WﬂMui_%

VA
"ot e ¥t 00 rPsin’é

©

Es. 9 ile verilen kismi diferansiyel denklem degiskenlerine ayrigtirma
metodu ile ¢oziiliir ise vektdr alan potansiyelinin seri ¢6ziimii elde

(a)

edilir (Es. 10). Burada P'(cos@) terimi 1. mertebe Uyarlanmis

(Assosiated) Legendre Polinomunu ifade eder. Eg. 10 ile verilen
denklem kiiresel koordinat sisteminde genel ayrigtirilmis ¢oziim
olarak bilinir [27];

A,=>(a,;r" +b,r"")P)(cos ) (10)
1

3. Manyetik Niiveli Tek Sarimli Bobin i¢in Manyetik Alan ve
Elektrik Alan Biiyiikliiklerinin Hesaplanmasi

(Calculation of Magnetic Field and Electric Field for Magnetic Core
Single Winding Coil)

Kiiresel elektrik makinelerinde rotor ve stator sargilar1 yapist geregi
kiiresel formda manyetik bir niive etrafina (veya igerisine)
sartlmaktadir. Bu nedenle gerekli analizlerin kiiresel koordinat
sisteminde yapilmasi zorunludur. En basit hali ile kiiresel elektrik
makinesi; manyetik niive igerisine sarilmig tek sarimli bobin yapisi
(Rotor) ve manyetik niive digina sarilmis tek sarimli bir bobinden
(Stator) olugmaktadir. Rotor sargisi i¢in gerekli olan tanimlamalar ve
geometrik 6zellikler kiiresel koordinatlarda tanimlanarak Sekil 1’de
gosterilmigtir. Sekil 1a manyetik kiire ve igerisine sarili olan bobini
gostermektedir. Bobin sarimi kiire yapisinin digina sarilmis ve z
eksenine gore simetriktir. Sekil 1b’de bobin yapisi x-y diizleminde
verilmigtir. Bobin, kiiresel koordinatlarda ro ve 0o koordinatlarina
yerlestirilmistir. Bobinin elektrik ve manyetik alan bilesenlerini elde
edebilmek i¢in A vektorii A, A! ve A2 olmak iizere ii¢ farkli alan icin
ayr1 ayrl incelenmistir. r ve 6 hesaplanan noktaya ait kiiresel
koordinatlar, r1 kiiresel niive geometrisinin yar1 ¢api, ro ve 6o bobin
koordinatlari, p1 (A° ve A') ve po (A?) hesaplama alanlarma ait
manyetik gegirgenlik katsayilart ve p=pi/po bagil manyetik

gecirgenlik katsayisidir. A® bolgesi ¥ < 7, olmak iizere Es. 10’un
ikinci terimi 1raksak oldugundan ¢oziimiin sonlu kalmasi igin

hesaplamalara dahil edilmez, A1V bélgesi 7, < ¥ <7, olmak iizere

iki terim birlikte kullanilir, A® bdlgesi #, <7 olmak iizere, Es.

10’un ilk terimi raksak oldugundan hesaplamalara dahil edilmez. Bu
durumda vektor potansiyeli A ii¢ bolge i¢in Es. 11 ile verilmistir.

AV (r,0)="a,r"P!(cos )
1

AV (r,0) = (b,r" +c,r " )P (cos ) an
1

AP (r,0)=> d,r""P)(cos )
1

Sekil 1. Kiire ve sarim kesit goriiniimii (a). Kiire ve sarmmin {ist goriiniim (b).
(Section view of sphere and winding (a). Top view of sphere and winding (b))
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Maxwell denklemleri fiziksel 6zelliklerin siirekli oldugu tiim noktalar
i¢in gecerlidir. Bununla birlikte baz1 durumlarda geometri, akim, p ve
€ vb. fiziksel 6zellikler degisiklik gosterebilir. Bu durumlarda Es. 12
ile verilen sinir sartlar gegerli olmaktadir [28].

nx(E,-E)=0
12)
nx(H,-H)=J

Bobin koordinatlar1 disinda yiizey akim yogunlugu J=0 olur ve
esitlikler tekrar diizenlenebilir.

nx(H,-H)=0 (13)

r=1 ve r=r,koordinatlarinda, ylizey normali dogrultusunda
elektrik alan degisimi yoktur. Kiire igerisinde akim iiretilmediginden
dolay1 J = 0 olacaktir. Sarimin bulundugu yiizeyde (8 =6, r=1,)J

stfirdan farklidir. Es. 12 ile verilen sinir sartlar1 Eg. 11 ile birlikte
¢Oziiliir ise dort bilinmeyenli bir denklem sistemi elde edilir (Es. 14).

n —(n+l) _
=b,i"+(d,—c, )" =0

-1 —n-2 —n-2
b(n+)n" —ne " +nud " =0
cnro’("”’ —a,n"+b1" =0 (14)
2n+1

n+)(a, —b)r" +nc,r, " —————
(n+1X i ° 2n(n+1)

114,P! (cos8,)sing, =0

Es. 14 ile verilen sistem ortak ¢oziildiiglinde an, bn, cn, ve dn katsayilar
elde edilir (Es. 15). Es. 11 ve Es. 15 kullanilarak manyetik niive
iizerine sarilmis tek sarimli bir bobinin olusturdugu A analitik olarak
hesaplanir.

142n -n_,—1-2n

I,ul((n—n,u)r0 -%—(1+n-%—n,u)rl”z”)r0 n

2n(n+D)(1+n+nu)
7\ Ut 1) N 7" sin 6, P! (cos 6,)
2(n+1D)(+n+nu) (15)
e =t
" 2n(n+1)
_ (+2n)1
2n(n+1)(1+n+nu)

sin §,P! (cos 6,)

n

i
T+n .+ 1

7y " sin 6, P, (cos b))

I+n s 1
ry " sin@ P, (cos ;)

n

Elektrik alan E vektorii ve Manyetik alan B vektorii, A ya bagli olarak
Es. 16 yardinu ile hesaplanmaktadir.

E=-ioA
B:VXA (16)
1o 10
- 9 (4 sind)e, - L2 (14
rsing 0g eSO =5 A )y

Nokta seg
Pi(r,0)

Parametreleri
tanimla

B” == a,”"'n(n+1)P,(cos O, — Z(n +1a,r""'P! (cosO)e,
1 1

BY = —Z (b, + e, " n(n +1)P,(cos O, — Z((n + Db, " —ne,r )Pl (cos O, (17)
1 1

B =—3"n(n+1)d,r " P,(cosOe, + Y nd,r" Pl (cos O,
1 1

B, BO ve B® farkli bdlgelerde olusan manyetik alan vektorleri
olmak ftizere; Es. 17 farkli manyetik gegirgenlige sahip niive yapilari
icin genel ¢ozlimii vermektedir. Es 17°de u = 1 6zel hali hava niiveli
bir bobin yapisinin kiiresel koordinatlarda incelenmesi 6zel durumuna
karsilik gelir.

4. Manyetik Niive icerisinde Cok Sarimli Bobin icin integral

Formun Hesaplanmasi
(Calculation of The Integral Form for Multi-Winding Coil in The
Magnetic Core)

Es. 17 ile 11 yarigapina sahip, manyetik gegirgenligi pi olan bir kiire
icerisine sartlmis tek sarimli bobin i¢in manyetik alan B nin analitik
formu verilmistir. Ancak uygulamada bobin sarimlari belirli bir
bolgeyi kapsayacak sekilde ¢ok sarimli olarak sarilmaktadir (Sekil 2).
Bu bobin yapilar igin Es. 9’un analitik ¢6ziimii miimkiin degildir.
Ancak tek sarimli bobin ¢oziimlerinden faydalanarak ¢oziim elde
edilebilir. Ao, A1 ve Az alanlari i¢in, ¢ok sarimli bobinin olusturdugu
vektor potansiyeli A ‘nin integral formu Es. 18 ile verilmistir. ra, 1o, 6a
ve B bobin sariminin baslangig ve bitis koordinatlarini, N bobin sarim
sayisini, S bobin sarim yilizey alanimi ifade etmektedir (Sekil 2).
Burada Qn, Gn ve Ra fonksiyonlar1 denklemlerin anlagilabilmesi igin
olusturulmus ara fonksiyonlardir.

y

Hesapla E5.21 ve Es. 22
A[DJ,E{N ve Blﬂ)

Hesapla E5.21 ve Es. 22
A[c}‘E[c} ve B®

Hesapla E§.21 ve Es. 22
AM EM ye B

Hesapla E5.21 ve Es. 22
A® E® ye BO

Sekil 3. Sayisal hesaplamalar i¢in algoritma semasi (Algorithm scheme for numerical calculations)
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7 O

A0(r,0)= [ [ 40(r,0)dr,d6,
r, 0,
7, O
A(r,0) = [ [ AV, 00dn,d,
Ta O
7 0
A2(r,0)= [ [ 47 (r,0ydrd0,
T O
e !
0,
0,(6,.6,) = [ sin,P! (cos 6,)d6,, (18)
o,

G,, — ﬁ(}ﬂhnd _ ran+3)

n=1, Tl
R(r.r)=1n=2, In(’2)
n>2, | fu
2 — (nyz—n _ra27n)

A0, AD ve A® bolgeleri igin siiper pozisyon ilkesi geregi Es. 15 ile
verilen an, bn, ¢n, ve dn katsayilar {izerinde ra, 1o, 82,ve Oy sinirlarinda
integral alma islemi uygulanir ise ¢ok sarimli bir bobin yapisini temsil
eden katsayilara ulasilir (Es. 19).

_ N 4@ =n)G, )i+ (4R (1,003))

: 0.9

"S 2n(n+ DL+ 1+ ) 0.6,.6)

N m(1-p) —1-2n

ey G, 0.,6,

TS 2D )0 60 6) (19)
N_#

ey G,(1,.1,)0,(6,.9

“ = 21y 0G0

i_N ,ul(1+2n)

=—__ AN G, 9.,
A (1,:1,)0,(6,,6,)

a:,,bf,,C; ve d,’; ¢ok sarimli bobin yaklasimi igin

Burada,

katsayilardir. Ac bdlgesi (7, <r<7} ) ¢ok sarimli yapidan kaynakli

ortaya ¢ikan kararsiz bolgedir. Bu bolgede ¢ok sarim etkisini
hesaplamak i¢in bobin sarimi olan bdlgeyi r yarigapindan ayrilmis iki
bolge olarak kabul edelim. Hesaplamak istedigimiz Ac(r,0) noktasi,
1:<r araliginda yer alan bobinlere gore A1 bolgesinde, r<r» araliginda
yer alan bobinlere gére Ao bolgesinde bulunmaktadir. Bu durumda iki
bolgenin olusturdugu vektor alan potansiyeli toplami bu bélge igin A,
E ve B biiyiikliiklerini analitik olarak hesaplamamiza yardimci olur.

al,bive c&, A kararsiz bolgenin vektdr alan potansiyelinin
hesabinda kullanilan katsayilar olmak iizere;

Hava
e

Manyetik

—¥ niive

Jlohin

F:‘_—__
(a)

(b

r 6 7 0,
A9(r,0)= [ [ 4 (r,0),drd8, + [ | 4 (r,0),dr,d6,
r, 0, ro,

. N NuQna)((n=n)G,(r,1)r " + (14 n+n)R, (r1;))
« =

o oy 0,(0,.9,)
N Nulp) e 2
Oy LR AR CACED (20)
. _E Ny,
€ =5 1) e (0 0)
A" (r,0) =1 a,r"P)(cos0)
1
AV (r.0) =13 (0" +c,r" )Pl (cosd)
T @n

AP(r,0)= 1Y d,r™""'P)(cos )
1

A(r,0) =T ((a; +b)r" +cr" )P (cos6)
1

B =-1Y ar"'n(n+1)P,(cosO)e, — Iy (n+1)a,r" P, (cosO)e,
1 1

B =13 ()" + " n(n+1)P,(cos O)e,
1

=Ty ((n+ Db —nclr™" )Pl (cos O)e,
! R . (22)
B =-1Y n(n+1)d,r"P,(cosO)e, + 1Y nd,r P (cosO)e,
1 1

B = —IZ((a; +b)r" = cr ) n(n+ )P, (cos O) e,
1

oa;, 0b: oct i
Py Oy p P
= o ) o ), (cosO)e,

—IZ ((n+1)(a@ +b)"™" —ncr™? +(

Es. 21 ve Es. 22 ile verilen vektor alan potansiyeli A ve manyetik alan
B biyiikliiklerini hesaplamak icin Es. 19 ve Es. 20 ile verilen
katsayilar kullanilir. Hesaplamalar matlab programinda Sekil 3 ile
verilen algoritma yapisina uygun sekilde yapilmigtir. Qn(62,0b)
integrali matlab igerisinde yer alan Quad2 fonksiyonu kullanilarak
sayisal olarak hesaplanmigtir. Literatiirde mevcut bir ¢6ziim olmamast
nedeni ile analitik sonuglarin FEA sonuglar ile karsilastirilmasi
yapilmistir. Karsilagtirma igin 80=60° ve 80=90° olmak iizere iki farkli
benzetim yapilmigtir (Tablo 1). ANSYS Maxwell™ ile hazirlanan iki
boyutlu FEA modeli Sekil 4 ile verilmistir.

Sekil 5 A ve B biyiikliiklerinin analitik ve FEA sonuglarinin x-z
diizleminde degisimini vermektedir. Sekil 6 ise manyetik alanin
degisiminin  6=60°, 6=75° ve 6=90° sabit koordinatlarinda r
dogrultusunda ki degisimini gostermektedir. Tim hesap alani
diistiniildiigiinde analitik sonuglar ile FEA sonuglari uyumludur (Sekil
5). Bobinin bulundugu bdlge 6zel olarak incelendiginde analitik
sonuglar ile sayisal hesaplamalar arasinda fark artmaktadir (Sekil 6).

(©)

Sekil 4. 2D FEA modeli (a). Ag yapist (b). Manyetik alan vektorii B (c).
(2D FEA model (a). Mesh structure (b). Magnetic field vector B (c))
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Tablo 1. Benzetim parametreleri (Simulation parameters)

roa(m) roa(m) 11(m)  Boa B I(A) p N x(m) z(m)
SiM1  0,0375 0,0475 0,0525 50° 70° 1 4000 1 0<x<0,08 0<z<0,08
SiM2  0,0375 0,0475 0,0525 80° 100° 1 4000 1 0<x<0,08 0<z<0,08

Vektor Potansiyel(Analitik) x107 Vektor Potansiyel(FEA)  x10°

2.5 2.5
2.0 2.0
8 'E 1:5
£40
1.0 N3 1.0
”
0.5 0.5
0 0

00 10 20304050 60 70 80 00 10 20 1(] 40 5[] 60 70 80

X(mm) X(mm)
Manyetik Alan(Analitik) Manyetik Alan(FEA)
80 0.4 0.4
0.35 0.35
0.3 0.3
- 0.25 5 0.25
E =
£40 0.2 540 0.2
N 39 0.15 N3 0.15
' 1.0 1.0
0.05 0.05
0 0 0 0
0 10 203040 50607080 0 10 2030405060 70 80
X(mm) (a) X(mm)
Vektor Potansiyel(Analitik) x10+ Vektor Potansiyel(FEA)  x10°
80 2.5 2.5
70
60 2.0 2.0
i 1.5 30 1.5
£ 40 g
N30 1.0 N 1.0
20 0.5 0.5
10
0 0 0 0
0 10 203040 5060 70 80 0 10 203040 5060 70 80
X(mm) X(mm)

Manyetik Alan(Analitik) Manyetik Alan(FEA)

80 03 80 0.3

70 70
0.25 0.25

60

i

50 0.2 5 0.2
540 0.15 §4o 0.15
N3p 1o N30 1.0

20 20
0.05 0.05

10 10

0 0

00 10 20 30 40 50 60 70 80 09 10 20 30 40 50 60 70 80
(b)

Sekil 5. 60=60° i¢in analitik ve FEA sonuglarinin karsilagtirmasi (a). 80=90° i¢in analitik ve FEA sonuglarinin karsilagtirmasi (b).
(Comparison of analytical and FEA results for 0,=60° (a). Comparison of analytical and FEA results for 8,=90° (b))
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- 0,=60° 1¢in 6=60°
= — TN
—_~ | ——FEA —
ol -=-r =
w P, w
O e | Ty 3]
t d ......... R[ t
- | om
(=]
= X(mm)
60 70 80
-t
et
Analitik
o m L I
[}
= K =
S el
m m
= X(mm)
- " ; :
60 70 80
0.025-
5| —— Analitik
E bl ——FEA =
£0.015} B _:: 2
£ o.01} R, E
m m
0.005}
2 X(mm)
60 70 80
(a)

Sekil 6. Sonuglarm r dogrultusunda degisimi. 80=60° (a), 06=90° (b). (Variation of results in the r direction. 6,=60° (a), 6,=90° (b))

Olusan farkliliklarin bobin sarimi etrafinda artmasinin temel nedeni
Boliim 3°te yapilan tek sarimli bobin kabuliidiir. Bu yaklagimda bobin
sarimlarindan gegen akimin etkisi tek bir nokta {izerine y1gildigindan
tekillik olugmaktadir. Kiiresel koordinat sisteminde ¢Oziimiin
karmagik olmasi nedeni ile ¢ok sarimli bobinler i¢in hesaplamalari
elde etmek olduk¢a zahmetlidir. Bu nedenle tek sarimli bobin
yaklasgimi ile elde edilen analitik ¢oziimler literatiirde
kullanilmaktadir [16, 17, 20]. Sekil 7°de ¢ok sarimli bobin ve tek
sarimlt bobin yaklagimlar ile elde edilen B biiytikliikleri FEA
sonuglari ile kiyaslanmigtir. Tek sarimli bobin yaklagiminda olusan
tekillik problemi grafikte agik¢a goriilmektedir (Sekil 7). Her ne kadar
¢ok sarimli bobin yaklagimi ile FEA modeli arasinda bobin ¢evresinde
farkliliklar goriilse de, ¢ok sarimli bobin yaklagimi tekillik problemini
biiyiik 6l¢iide gidermistir.

5. Kiiresel Koordinatlarda Oz Endiiktans ve Karsihkl
Endiiktansin Katsayilarimin Hesaplanmasi

(Calculation of Self Inductance and Mutual Inductance Coefficients in
Spherical Coordinates)

Elektromanyetik sistemlerde manyetik alanin degisimi elektrik alan
olusumuna neden olur. Ornegin, degisken manyetik alana maruz kalan
halka seklinde bakir bir tel iizerinde gerilim indiiklenir. Faraday yasasi
degisken manyetik alana maruz kalan telin i¢inde olugan akim ve
manyetik alan degisimi arasindaki iliskiyi verir [24]. Uzayda elektrik
alan igerisinde bulunan N sarimli bobinde olusan gerilim (V) vektor
potansiyeli (A) kullamilarak Es. 23 yardim ile hesaplanir.

V:—%JJ{[E-dr}ds'

* Lar

Vziw%”{JA-dr}dS'

ds' Udr

(23)

72

i 6,=90° igin 6=60°
a ! E 3 Analitik
! ——FEA
(=] I -——
=_ I B -
= ] L™
h T == | F R,
= [}
s |
1
= | X(mm)
0 10 20 30 40 50 60 70 80
2 0,=90° igin 0=75°
& ; i Analitik
e ——FEA
=
6 et '_"_l..
- 1 ey
S I Ry
- 1
g ]
= ) ) ) : ) ) . X.(mm)
S0 10 20 30 40 50 60 70 80
-
e Analitik
& ——FEA
c‘ ___l.'
B
I I O~ ) = R,
S
X(mm)
70 80
(b)
) 00=60° i¢in 6=60° (a)
1.5 i i :
: } : i |— Cok Sarim
| f: ] i |7~ Tek Sanim
. Eoab a4 FEA
= ! i rrll i il -
E | ! 1 e o
& P e
= 1 v e R,
|mo.5r | L
T
" x(mm)
0 10 20 60 70
00=60° i¢in B=90°
0.04p L’ i (b)
0.035} I —— ok Sanm
- 0.030F II ;h : = = Tek Sanm
| _—f
= 0.025}F o o D
I
£ 002 Lol _
31} 1 "
M 0.015 . 2 R,
I 1
0.01f ! !
5 1 I
L Lt L, xeom)
0 10 20 30 40 50 60 70

Sekil 7. Sonuglarin tek sarimli bobin yaklasimi ile kiyaslanmasi.
00=60° (a), 00=90° (b).
(Comparison of the results with the single-winding coil approach. 6,=60° (a),

8=90° (b))

7= % =ioL (24)

Burada, enine kesit lizerinde integral alma islemi uygulanmis ve birim
alan bagina sarim sayist ile carpilmistir. Bobin kesit alani
dS' = r,dr,d6, ve Z bobine ait empedans degeri olmak {izere bobinin

0z endiiktans katsayisi (L) Es. 25 ile hesaplanir;
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_Naw j j (@ +60)r" + e ) dryd), 25)

ry=r, 6=0,

Kiiresel koordinatlarda es merkezli iki bobin Sekil 8 ile verilmistir.
Burada, 7 bobin eksenleri arasindaki a¢i, «,,a,,f, vep,
bobinlerin kendi eksen takimlarina gore agisal koordinati, a1, a2, b1 ve
b2 bobinlerin bulundugu r koordinati ve @' ikinci bobinin sabit eksen
takimina gore agisal koordinatidir. Bobin 1 ve Bobin 2 es merkezli
bobinlerdir. Bobin 1 sabit ve iginden I(t) akimi gectigi durumda Bobin
2 igerisinde manyetik alan degisimine bagl olarak gerilim endiiklenir.
Bobin 1 ve Bobin 2’nin etkilesimini karsilikli endiiktans katsayisi
(M12) belirler.

=B, -nds (26)

cos@ =cosf'cosy +sin@'siny cos @'
P (cos@) =P, (cos@")P,(cosy) + 22 P"(cos@")P" (cosy)cosme'

m

[ 3 P (cos 0B (cosy)cosmg'dp’ =0 @7)
g

MPl(cosﬂ)

J.ﬂ sin@'P,(cos0")dO' = )
0'=0 n(n+1)

dS=r’Sin0'd0'dp

¢¢ Bobin 2’de P(r,0) koordinatlarinda yer alan bobinin i¢inden gecen
akiy1 vermektedir (Es. 26). B, ifadesi Es. 26’da yerine yazilir ve Es.

27 ile verilen bagintilar yardimu ile sadelestirilir (Es. 28). Es. 27 Bobin
2 iizerinde integral alma islemi uygulanir ise tim bobinlerin
icerisinden gegen aki elde edilir (Es. 29).

w 27

=1y j j n(n+1)d'r"P, (cos 0)depd6'
L 9'=00'=0
¢ = Ii(brd,‘;r’" )sin BP! (cos B)P, (cos y) (28)
N b B ©
¢=—2j j 127y dir ™" sin B (cos B)P, (cos y)drd (29)
2 r=h p=p !

M2 ile ¢ arasinda ki iliski Es. 30 ile verilmistir[24].

¢
M, = 7 (30)
b—b
. |m=L . 3
M-S atn-s wdy | fsnaP o)A |Reosy) (3

S, 4 b (31

n>2, | A

E(bz’ b™)

A® bolgesinde yer alan ikinci bir bobin ile manyetik govde igerisinde
yer alan bobinin karsilikli endiiktans katsayis1 Es. 31 ile verilmistir.
Esitlikten anlagilacagi lizere Mi2 bobinlerin geometrik 6zellikleri,
ortam ozellikleri ve ¥ agisina baghdir. Benzer islemler yapilarak A©

ve A bolgelerinde yer alan bobin sarimlari igin karsilikli endiiktans
katsayilar1 Es. 32 ile hesaplanir.

M, = 2”*ZanGn(bpb )0,(B, B)F,(cosy) (4)

N,
M, =

z(bnGu(bl’b )+C R (bpbz))Qn(/Hlaﬁz)Pu(cos}’) (A(l)) (32)

NVJ

M, = Zﬂfzd,,R,,(bpbz)Qn (B BB, (cosy)  (A?)

Kargilikli  endiiktans katsayis1  kablosuz enerji transferi ve
elektrodinamik sistemlerin zamana bagli analizlerinde biiyiik dnem
tasimaktadir.  Kiiresel koordinat sisteminde manyetik alan
biiytiklikkleri 2 boyutlu eksenel simetri kabulii altinda FEMM,
ANSYS Maxwell gibi FEA programlarinda hizli bir sekilde
hesaplanabilmektedir. Ancak geometride eksenel simetriyi bozacak
ikinci bir bobin yer almasi durumunda modellerin 3 boyutlu olarak
tasarlanmasi ve hesaplanmasi zorunlu hale gelmektedir. Bu durum;
FEA programinda ¢ok sayida eleman kullanilarak uzun zaman alan
analizler yapilmasim gerektirir. Karsilikli endiiktans katsayisi bu
duruma Ornek olarak verilebilir. Es. 31 ile verilen analitik
denklemlerin kolay ve hizli bir sekilde hesaplanabiliyor olmasi, 6n
tasarim asamasinda kisa siirede sonuca ulagilmasi igin yeni bir
yaklasim sunmaktadir. Biri manyetik niive icerisinde es merkezli iki
bobin sarimi Sekil 8c ile verilmistir. Her iki bobine ait geometrik
biiytikliikler Tablo 2’de verilmistir. Karsilikli endiiktans katsayisinin,
farkli y agilarinda analitik ve FEA sonuglarinin kiyaslanmasi $ekil 9

ile verilmistir.

Bobin 2

Sekil 8 Es merkezli iki tek sarimli bobin (a). Es merkezli ¢ok sarimli iki bobin (b). Bobin yapilarinin perspektif goriiniimii (c).
(Two concentric single-winding coils (a). Two concentric multi-winding coils (b). Perspective view of coils(c))
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Tablo 2. Karsilikli endiiktans katsayis1 analizi i¢in bobin parametreleri. (Coil parameters for mutual inductance coefficient analysis)

a1 (m) a2 (m) b1 (m) b2 (m) r1 (m) ol o2 B B2 Ia) p Ni N2
SiM;  0,0375 0,0445 0,0545 0,0615 0,0525 80° 100° 80° 100° 1 4000 180 150
SiM>  0,0375 0,0445 0,0545 0,0615 0,0525 50°  70° 50°  70° 1 4000 180 150
x10° 90=90 5 x107 Bn=60

= Anpiah
| FEA
] 50 100 150 200 250 300 350 400 -2¢ 50 100 150 200 250 300 350 400
o (a) L (b)

Sekil 9. Karsilikli endiiktans katsayisinin y ile degisimi. 60=90° (a), 80=60° (b).
(Variation of mutual inductance coefficient with y. 6,=90° (a), 8,=60° (b))

Karsilikli endiiktans katsayis1 donme ekseninde periyodik bir yapiya
sahiptir. Sekil 9’da 0°<y<360° araliginda iki farkli durum igin FEA
sonuglart ile analitik sonuglarin kiyaslamasi verilmistir. FEA
modelinde karsilikli endiiktans katsayisinin hesaplanabilmesi i¢in 3
boyutlu simiilasyon yapilmasi gerekmektedir. Bu durum y#kn
(k=0,1,2,3,..,n) agilar1 diginda bobinler arasi simetrinin bozulmasi
anlamina gelir. Bu nedenle simiilasyon her bir y agis1 i¢in yliksek
sayida ag elemant ile saatler siiren hesaplamalar sonucunda elde
edilebilmektedir. Analitik hesaplamalar i¢in Es. 31 kullanilarak ¢ok
kisa  siirede  karsilikli  endilktans  katsayisi  kolaylikla
hesaplanabilmektedir [29, 30]. Hata analizi, ortalama mutlak hata (Es.
33) ve ortalama kare hata (Es. 34) parametrelerinden yararlanilarak
yapilmistir.  SIM; (Simulasyon 1) i¢in MAE=1.418x10* ve
MSE1=2.416x108, SIM: (Simulasyon 2) igin MAE2=1.941x10* ve
MSE>=6.11x108 olarak bulunmustur.

1 n
MAE = 72‘6 j‘ (Mean Absolute Error) (33)
nj=

MSE = li‘ef‘ (Mean Squared Error)

n‘a

(34

6. Sonug ve Tartisma (Conclusion and Discussion)

Bu caligmada ilk olarak kiiresel koordinatlarda manyetik niive
icerisinde yer alan tek sarimli bir bobin geometrisi ele alinarak
manyetik alan B ve elektrik alan E ifadeleri analitik olarak
hesaplanmistir (Es. 16 ve Es. 17 ). Elde edilen sonuglardan
yararlanarak ¢ok sarimli bobin yaklagimi igin analitik formiiller (Es.
21 ve Es. 22) tiretilmigtir. Kiiresel koordinatlarda manyetik niive
icerisinde yer alan bobinler igin hali hazirda analitik ifadeler
bulunmadigindan 2 boyutlu FEA sonugclari ile kiyaslanarak gegerliligi
gosterilmigtir (Sekil 5 ve Sekil 6). Grafikler incelendiginde analitik
sonuglarin  bobin geometrisine yaklastikca FEA sonuglarindan
uzaklastig1 goriilmektedir. Bu durum Bolim 3’te yapilan tek sariml
bobin yaklasimmdan kaynaklanmaktadir. Sekil 6’da tek sarimli
yaklagima ait analitik sonuglar, ¢ok sarimli yaklasima ait analitik
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sonuglar ve FEA sonuglari birlikte gosterilmistir. Sekil 7a ve Sekil 7b
¢ok sarimli bobin yaklagiminin tek sarimli bobin yaklasiminda olugan
tekillik problemini bilyiik 6l¢iide giderdigi ve FEA sonuglarina daha
yakin sonuglar verdigi goriilmektedir. Bu durum analitik formiillerin
bilimsel ¢aligmalarda kullanilabilecegine dair 6nemli bir gostergedir.
Boliim 5’te biri manyetik niive igerisinde olmak tizere iki farkli ¢ok
sariml1 bobin i¢in karsilikli endiiktans katsayisinin analitik formiilleri
elde edilerek Es. 32 ile verilmistir. Tablo 2 ile verilen simiilasyon
parametreleri analitik sonuglar ve 1i¢ boyutlu FEA modeli
olusturularak sayisal olarak hesaplanmustir. Sekil 9°de FEA sonuglari
ile analitik sonuglar karsilastirmal1 olarak verilmistir. SIM; ve SIM>
i¢in elde edilen hata degerleri MSE;=2.416x10"8 ve MSE2=6.11x10"8
dir. Analitik formiiller ile karsilikli endiiktans katsayisinin y’ya bagl
olarak elde edilmesi 1 dakikadan kisa siirerken, 3D modeli olusturulan
FEA analizleri 3 saat gibi uzun bir siire almaktadir. Sonlu elemanlar
programinda karsilikli endiiktans biiyiikliiklerinin her y degeri igin
mesh yapisin1 giincelleyerek tim ¢6ziim ag1 igin hesaplamalari
yeniden yapmasi gerekmektedir.

Sonug olarak; FEA sonuglar dikkate alindiginda, analitik formiiller
ile elde edilen sonuglarin kabul edilebilir oldugu agiktir. FEA
programlarimin yiiksek maliyeti ve {i¢ boyutlu modellerde uzun
hesaplama siireleri diisiiniildiigiinde, dnerilen analitik ¢dzlim bilimsel
¢alismalarda hizli ve iicretsiz bir tasarim araci olarak kullanilabilecek
onemli bir aragtir. Ayrica, analitik formiillerin Matlab™ |
Mathematica™ vb. miihendislik araglarma kolayca adapte
edilebiliyor olmalar1 optimizasyon siireglerinin hizlandiracaktir.
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